Série S - Mathématiques

Enseignement spécifique

(anciennement obligatoire)

Enoncés et corrigés - Avec rappels de cours

Félicitations!
Ce document va vous aider & préparer votre baccalauréat en un minimum

de temps et avec un maximum d’efficacité! Vous avez fait le bon choix!

Remarques importantes :
1. ces exercices sont ni spécialement difficiles, ni spécialement faciles mais parfaitement adaptés et congus pour

une préparation optimale pour le bac. L’objectif principal est de vous faire progresser le plus vite ;

2. ces exercices ne sont pas spécialement longs. Méme si certains prolongements seraient possibles, leur nombre de

questions est volontairement limité afin de cibler au plus juste chaque notion importante;

3. ces exercices ne sont pas classés par degré de difficulté mais par themes et sous-théemes. Vous pouvez ainsi
directement travailler vos points faibles. Il n’est donc pas nécessaire de lire ce document de fagon linéaire du

début a la fin, vous commencerez la ot vous le voudrez;

4. les solutions des exercices sont rédigées afin de correspondre parfaitement a ce qu’il faudrait, idéalement, noter
sur une copie de baccalauréat ;
5. n’hésitez-pas a venir (re)visiter notre site ci-dessous pour trouver les derniéres versions de nos documents et

également découvrir nos autres productions.

& Ce document est privé et non libre de droit. Sa diffusion ailleurs que sur le site question-type-bac.fr est

interdite.

http://question-type-bac.fr/
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Suites et récurrence

IME Récurrence

Raisonnement par récurrence

Soit P une propriété définie sur N.
e la propriété P est INITIALISEE & un certain rang ng, c¢’est-a-dire :

P(no) est vraie ()

e la propriété P est HEREDITAIRE & partir du rang ng, c’est-a-dire :
pour n = ng, (P(n) = P(n+ 1))
- : La propriété P est vraie a tout rang n plus grand que ng.
En pratique, on rédige une récurrence en suivant les quatre étapes ci-dessous :
1. on énonce la propriété de travail P(n);

on vérifie Pinitialisation en examinant si 'on a P(0) (ou P(1) ou P(ng) selon le cas) ;

. on vérifie ’hérédité. Pour cela, on suppose P(n) pour un certain entier n (vérifiant n > ng) et on
en déduit la propriété au rang suivant, c’est-a-dire P(n + 1);

4. on conclut en affirmant que l'on a ainsi démontré que, pour tout entier n (vérifiant n > ng), on a

Q 1 - Une démonstration de cours sur le logarithme [*%] [32%)]
On rappelle la propriété suivante du logarithme, notée (x), valable pour toutes quantités A et B strictement
positives :
In(AB) =In(A) +In(B) ()

1. A l'aide de la propriété ci-dessus, démontrer que pour tout A strictement positif :

In(A?%) = 2In(A)
2. En déduire, par récurrence, que pour tout A strictement positif et tout n € N :

In(A™) = nln(A)

3. Démontrer que, pour tout A strictement positif :

1
ln(\/Z) = § ll’l(A) http://question-type-bac.fr

1. II suffit de remplacer B par A pour obtenir :

In(A?) = In(A x A) = In(A) + In(A) = 2In(A)

1. On peut se contenter de dire « P(ng) » au lieu de « P(ng) est vraie ». Qui dit, au quotidien, lorsqu’il pleut : « il pleut est vrai »
au lieu de « il pleut »!'?
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2. Considérons la propriété P définie pour tout entier naturel n € N par :
P(n) : In(A") = nln(A)
e Lorsque n =0, on a A’ = 1 donc In(A%) = In(1) = 0 ce qui est bien égal & 0 x In(A4). On a donc P(0). La
propriété P est initialisée (pour n = 0).
e Supposons que, pour un certain entier n € N, on ait effectivement la propriété P(n) : 1n(A”) = nln(A4) qui
est satisfaite. Alors, sous cette hypothese, on obtient en utilisant () :

In(A"") =In(A" x A) =In(A") + In(A) = nln(A4) + In(A) = (n + 1) In(A)

Ce qui est P(n + 1). La propriété P est donc héréditaire pour n € N.
On a vérifié que la propriété P est initialisée (pour n = 0) et héréditaire (pour n € N), elle sera donc vraie pour
tout rang n € N ce qui démontre bien ce qu’on voulait.
3. Dans cette question, on ne peut pas utiliser le résultat de la question précédente car n était un entier. Cependant,

a l'aide de la propriété (x), on peut écrire :
In(4) = In(VA x VA) =In(VA) + In(VA) =2In(VA)

D’ou, via une division par 2 :

Q 2 - Une suite stationnaire [*%] [27%)

On counsideére la suite (u,) définie par ug = —% et pour tout entier naturel n par :
Upt1 = 2ui + 3u, — 4

1. Calculer uq, us et us.

2. Démontrer que, pour tout entier naturel n > 1, u,, = 1. A I PoGe
\_ J

1.Ona:

25 5
u1=2u3+3u0—4:2xz+3x(—5)—4:—————:1

Uy =2u? +3u; —4=2+3-4=1
u3=2ul +3uy —4=2+3-4=1
Cette suite semble se stabiliser sur la valeur 1 dés que n > 1. (On dit d’une telle suite qu’elle est stationnaire)
2. Considérons la propriété P définie pour tout entier naturel n > 1 par :
P(n):u, =1
e Puisqu’on a u; = 1, on a P(1). La propriété P est initialisée (pour n = 1).

& Noter que, dans cet exemple, on fait démarrer la récurrence a n = 1.
e Supposons que, pour un certain entier n > 1, on ait effectivement la propriété P(n) : u, = 1 qui est satisfaite.

Alors, sous cette condition, on a :
Upp1 =2u2 +3u, —4=2+3—-4=1

Ce qui est P(n+ 1). La propriété P est donc héréditaire.
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On a vérifié que la propriété P est initialisée (pour n = 1) et héréditaire (pour n > 1), elle sera donc vraie pour

tout rang n > 1 ce qui démontre bien ce qu’on voulait.

Q 3 - Comparaison entre n? et 2" [x % %] [18%]
Démontrer que, pour tout entier n > ng ou ng est un entier que I'on précisera, on a :

n? < 2"

http://question-type-bac.fr

Notons P, la propriété définie par :
P(n):n? <2

L’énoncé ne nous fournit pas la valeur de 'entier ny pour lequel cette propriété est initialisée. Calculons les premieres

valeurs de n? et 2" afin d’émettre une conjecture.

30 + P
25 1+ n?
n|0[1]2[3|4]|5 07T /
. [ ]
n2lol1]4]9]16]25 15
10 +
on | 1]2]4]8]|16] 32
5+ .
ob—¥ . L
0 1 2 3 4 5 "

FIGURE 1.1 — Comparaison entre n? et 2".

On constate que la propriété P est vraie pour n = 0, n = 1, n = 2 mais pas pour n = 3 puis redevient vraie pour
n = 4 et semble-t-il définitivement. Nous allons donc initialiser notre récurrence pour ng = 4.

On a donc, bien stir, P(4) d’aprés le tableau ci-dessus.

Supposons maintenant que, pour un certain entier naturel n > 4, on ait n? < 2". Alors, sous cette condition,
notre objectif va étre d’en déduire que 'on a également (n + 1)? < 2"+ Elaborons une déduction en partant du
développement de (n + 1)2 = n? 4 2n + 1 que nous allons majorer étapes par étapes (d’autres facons de raisonner

sont possibles!). Nous pouvons écrire :
car 4 < n

N
(n+1)2<n2+2n+@<n2+2n+@<n2+<n2+@<2n2 <2x(27) < ont!
\_/

car n >4 (et donc n > 1)

On obtient ainsi (n +1)? < 2"+, ce qui est P(n+ 1). On a donc prouvé que la propriété P est héréditaire & partir
du rang 4. Comme, par ailleurs, elle est vraie au rang 4, elle est donc vraie pour tout n > 4.
Conclusion :

pour tout entier naturel n > 4, on a bien : n? < 2"
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Suites géométriques

RAPPEL DE COURS

Suite géométrique

Une suite (u,) est dite géométrique lorsqu’on passe de chacun de ses termes au suivant en multipliant

toujours par la méme quantité ¢, appelée raison. Ainsi, pour tout entier naturel n, on a :
Upt1 = q X Up

Dans le cas d’une suite géométrique, on peut alors exprimer n’importe quel terme u, en fonction du
rang n via la relation :
Uy = Ug X q"

Variante : Up = ug X ¢" 1

Et plus généralement encore : Up = up X ¢"°F

par la formule suivante :

ug (1 — g1
U0+U1+U2+"'+Unzw
l—gq
En particulier (lorsque ug =1) :
1— n+1
1+q+q2+~'+q”=173q

& Les formules de somme ci-dessus sont valables lorsque la sommation s’effectue a partir de ug et
jusqu’a w, (ce qui fait n + 1 termes). Dans les autres cas, on recommande la formule suivante :
P(1—q")

lL—q
ou P est le premier terme de la somme et N le nombre de termes de la somme (ici N =n — k + 1).

U + U1 + -+ Up =

'
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i
' La somme des n + 1 premiers termes consécutifs d’une suite géométrique (u,) de raison g # 1 est donnée
]
]
]
]
]
]
]
]
]

Q 4 - Calcul du coiit total d’un crédit [*x] [20%]
Pour l'achat d’une maison, un couple souscrit un prét immobilier sur 10 années dont les mensualités sont
évolutives. La premiere année, les mensualités sont fixées a 600 euros. Mais chaque année, ces mensualités
augmentent de 2%. On note u; la somme remboursée la premiere année (ainsi u; = 12 x 600 = 7200) et plus

généralement u, (pour 1 < n < 10) la somme remboursée la n-iéme année.

1. Calculer ug, c’est-a-dire la somme remboursée la deuxiéme année.

2. Exprimer u,, en fonction de n, pour 1 < n < 10. En déduire u;g.

3. Sachant que la somme initialement empruntée par ce couple est de 64000 euros, quel est le cotit total de ce

crédit ?

http://question-type-bac.fr

1. Une augmentation de 2% se traduit par une multiplication par (1 + W%) = 1,02. Ainsi :
ug = 1,02 x up = 7344

La seconde année, la somme remboursée est de 7344 euros (ce qui fait une mensualité de 612 euros).
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2. Chaque année, ce montant est multiplié par le méme nombre, & savoir ¢ = 1,02. La suite (u,,) est donc géomé-

trique (pour 1 < n < 10); ainsi on a :
Up = ug X ¢" 1 = 7200 x 1,02"

On en déduit :
u1p = 7200 x 1,02° ~ 8605

La dixieme année, la somme remboursée est de 8605 euros (soit une mensualité de 717 euros environ).

3. Nous devons déja calculer la somme totale remboursée sur ’ensemble des dix années :
S=wur+uz+ -+ ui

Nous avons affaire a la somme de 10 termes consécutifs d’une suite géométrique de raison ¢ = 1,02. Or, la somme

de N termes consécutifs d’une suite géométrique (de terme initial u;) est donnée par la formule suivante :
N
ur(l—gq
U +uz+ - +un = (17(1)

Donc :
uy(1—¢'%)  7200(1 —1,02'9)

S =
1—¢ 1—1,02

~2 78838

Le cotit total du crédit est donc de 78838 — 64000 = 14838 euros.

Résolution d’(in)équations dont I’inconnue est en exposant

Pour résoudre une équation du type a™ = b ou une inéquation du type a™ > b oli a et b sont des réels !

strictement positifs (a # 1) et n un entier inconnu, l'idée est d’utiliser la fonction logarithme. En

effet, grace a la relation ln(a”) =nln(a), il y a moyen de simplifier I’équation. L’équation a™ = b devient |
alors :

ln(a") = In(b)

nln(a) = In(b)

On proceéde de méme pour résoudre 'inéquation.

& Attention pour les inéquations! Lorsqu’on divise par In(a), bien songer que ce nombre peut trés bien
étre négatif (cela se produit lorsque a €10, 1[) ; il faut alors changer le sens de 'inégalité. Par exemple :

0,9" < 0,5

Mais In(0,9) < 0 donc : n >

Et comme n est entier : n>"7
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Ve

N
Q 5 - Somme des termes d’une suite géométrique [*x] [34%]

Un éleveur de vaches laitieres commercialisait, en ’an 2000, 80000 litres de lait. Cette méme année, un contrat
de partenariat avec une autre société prévoit que cette quantité doit étre réduite de 5% par an, jusqu’en 2020.

On note u,, le nombre de de litre de laits commercialisés durant ’année (2000 + n) ainsi ug = 80000.

1. Justifier que, pour tout entier naturel n compris entre 0 et 20, on a :

u, = 80000 x 0,95™

2. Combien de litres de lait seront commercialisés en 2020 ? (On arrondira au litre entier le plus proche)

3. Déterminer a partir de quelle année le nombre de litres de lait commercialisés sera réduit de moitié par

rapport a ’année 2000.

4. Combien de litres de lait seront commercialisés, au total, entre ’année 2000 et 'année 2020. (On arrondira

au nombre entier de litres le plus proche) A .
v

1. Chaque année, la quantité commercialisée est réduite de 5% donc multipliée par 0,95. On a donc, pour tout

entier n compris entre 0 et 19 :

Up+1 = 0,95u,
Autrement dit, la suite (u,,) est géométrique de raison g = 0,95. Par conséquent, on a :
Upn, = up X 0,95™ = 80000 x 0,95™

ceci pour tout n compris entre 0 et 20.

. L’année 2020 correspond au rang n = 20. On calcule donc ugyg :

g0 = 80000 x 0,952

U9 ~ 28679 au litre pres

En 2020, il sera commercialisé 28679 litres de lait.

. On peut faire un tableau de valeurs pour répondre a cette question. La suite étant décroissante, on constate

facilement que :

u13 ~ 41067 et u14 ~ 39014

C’est donc a partir de 'année 2014 que la production est réduite de moitié.

On peut également répondre a cette question en résolvant I’inéquation :
uy, < 40000

80000 x 0,95™ < 40000
1
0,95" < =
’ 2

Utilisons le logarithme népérien. Comme c’est une fonction croissante sur R , son application aux deux membres

d’une inégalité ne change pas le sens de cette derniere :
1
In((0.95)") < In (5)
Par ailleurs, d’apres la propriété In (A”) =nln(A), nous obtenouns :

n1n(0,95) < In(0,5)
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Or, nous savons que 1n(0,95) est négatif puisque 0,95 est compris entre 0 et 1. Par conséquent :

In(0,5)
n>——-=-r
In(0,95)
La calculatrice donne :
In(0,5)
— - ~ 1351
In(0,95) ’
Mais n est un entier donc :
n > 14

C’est donc bien a partir de 'année 2014 que la production est réduite de moitié.

4. 1l s’agit de calculer la somme S suivante :
S=wup+us+-Fug=uo+u Xqg+---+u xq =ug(l+qg+---+¢*)

Or, la somme des termes d’une suite géométrique, de raison q # 1, est donnée par la formule suivante :

1— n+1
1+q+...+q": L
l-g¢g
Nous obtenons, dans notre cas :
S = 80000 x 1-096% 1055101
- 1-095

Au total, durant les 21 années (de 2000 jusqu’a 2020) seront commercialisés 1055101 litres de lait.

Démontrer qu’une suite est géométrique (ou non)

Pour démontrer qu’'une suite (u,) est géométrique, on peut, au choix ou selon le contexte, utiliser 'une
des trois méthodes ci-dessous :
e écrire directement u,, sous la forme aq™.
On en déduit que la suite est géométrique de raison ¢ avec ug = a;
e exprimer u,1 en fonction de u,, et montrer ainsi que u,1 est toujours le méme multiple de u,, ;

et montrer qu’il est constant.

e si on sait que u, ne s’annule jamais, on peut calculer le quotient

Un41
Un
Pour démontrer qu’une suite (u,) n’est pas géométrique, il suffit d’examiner les premiers termes et de

\
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

constater qu’on ne passe pas de I'un au suivant en multipliant toujours par le méme nombre.

Q 6 - Démontrer qu’une suite est géométrique [*%] [75%]

Soient (un,), (vn), (wy) et (t,) les suites définies par :
Up = e v, =nt —2n3 + 110 + 14n 424 , w, = cos(nxw) et t, =3n—5

Examiner si chacune de ces suites est géométrique ou non. A = o-BoGe
U J

En cas d’hésitation, il est bon de calculer les premiers termes pour se faire une idée du résultat.

e Exprimons u,4; en fonction de u,, :

U1 = 2(MHFDFL = 2048 _ 24(2n41) _ o2 o o2l _ 2,

Ceci étant valable pour tout entier naturel n, on a donc prouvé que la suite (u,,) est géométrique de raison ¢ = €.

Deuxiéme méthode : on peut également écrire directement :

n
Up ::62n+1 ::el+2n ::el X eQn ::e(eQ)
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Ce qui prouve que la suite (u,) est géométrique de raison q = e? avec uy = e.

Troisiéme méthode : comme la suite (u,,) est strictement positive (puisque I'exponentielle I’est), on peut également
montrer que le quotient de deux termes consécutifs est constant :
e2(n+1)+1

Un+1 _ — o(@2n+3)—(2n+1) _ 2
U, e2n+1

Ceci étant valable pour tout entier naturel n, on a donc prouvé que la suite (u,,) est géométrique de raison ¢ = €.

e Ona:
vg = 24
vy = 48 = 2ug
v = 96 = 21
v3 = 192 = 20,
vg = 384 = 2v3

Cette suite semble vraiment géométrique de raison g = 2... Mais :
vs = T44 # 2u,4

et donc, finalement, elle ne I’est pas!
e Ona:

wp = cos(0) =1
wy = cos(m) = —1
we = cos(2mw) =1
Cette suite semble géométrique de raison —1. Evaluons Wpt1
W11 = cos((n+ 1)) = cos(nm + 7) = — cos(nm) = —w,

Ceci étant valable pour tout entier naturel n, on a donc prouvé que la suite (w,) est géométrique de raison

q=-—1.
Note : on a utilisé la relation cos(z + ) = — cos(z) (angles associés).
e Ona:
to =—5
t =2
ta=1
t3 =4

Cette suite n’est pas géométrique car les rapports E—é (& savoir %) et 22 (& savoir f%) ne sont pas égaux.
Remarque

En revanche, il semble que cette suite soit arithmétique de raison r = 3 car il semble que 'on passe de chaque
terme au suivant en ajoutant toujours 3. On peut le prouver, en calculant pour tout entier n, la différence entre

deux termes consécutifs :

tpt1 —tn=(3(n+1)+5) —(Bn+5)=3n+3+5-3n—-5=3
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On a donc bien, pour tout entier naturel n :

tn+1 =1ty +3

ce qui prouve que cette suite (¢,) est arithmétique.

Découvrez les corrigés détaillés ainsi que des rappels de cours sur notre site :

http://question-type-bac.fr/nos-documents/
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